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Παραλληλόγραμμα - Τραπέζια 
Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε 
τα τετράπλευρα που έχουν παράλ-
ληλες πλευρές, θα τα ταξινομήσου-
με και θα εξετάσουμε τις χαρακτη-
ριστικές ιδιότητές τους. Ως εφαρμο-
γές θα αποδειχθούν κάποιες βασι-
κές προτάσεις για τα τρίγωνα, τα 
τετράπλευρα και τις παράλληλες 
ευθείες. 
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Josef Alberts (Γερμανός, 1888-
1976). 
«Αφιέρωμα στο τετράγωνο: οπτα-
σία», λάδι σε σανίδα, 1959. 
Συλλογή Μουσείου Solomon R. 
Guggenheim, Νέα Υόρκη. 
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5.1 Εισαγωγή 
Όπως είδαμε στην §2.20, το ευθύ-
γραμμο σχήμα που έχει τέσσερις  
πλευρές λέγεται τε-
τράπλευρο. Κάθε 
κυρτό τετράπλευρο 
ΑΒΓΔ (σχ.1) έχει 
δύο διαγωνίους ΑΓ  

 
Σχήμα 1 

και ΒΔ, οι οποίες τέμνονται σε εσω-
τερικό σημείο τους. Στα επόμενα, 
όταν λέμε τετράπλευρο, θα εννοού-

με κυρτό τετράπλευρο. 
Το τετράπλευρο που 
έχει δύο μόνον πλευ-
ρές παράλληλες λέγε-
ται τραπέζιο (σχ.2), 
ενώ το τετράπλευρο 

 
Σχήμα 2 

που έχει τις απέναντι 
πλευρές παράλληλες 
λέγεται παραλληλό-
γραμμο (σχ.3). 

 
Σχήμα 3 
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5.2 Παραλληλόγραμμα 
Παραλληλόγραμμο 
Ορισμός  

Παραλληλόγραμμο λέγεται το τε-
τράπλευρο που έχει τις απέναντι 
πλευρές του παράλληλες. 

Δηλαδή το τετρά-
πλευρο ΑΒΓΔ εί-
ναι παραλληλό-
γραμμο, όταν 
ΑΒ//ΓΔ και ΑΔ//ΒΓ. 

 
Σχήμα 4 

 • Ιδιότητες παραλληλογράμμων 
Σε κάθε παραλληλόγραμμο ισχύουν 
οι παρακάτω ιδιότητες: 
(i) Οι απέναντι πλευρές του είναι  
ίσες. 
(ii) Οι απέναντι γωνίες του είναι  
ίσες. 
(iii) Οι διαγώνιοί του διχοτομούνται. 

Απόδειξη των i), ii) 
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Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΒΔ, ΒΓΔ 
(σχ. 5). Έχουμε: 

B̂1 = Δ̂1 = ω (εντός εναλλάξ). 

ΒΔ κοινή πλευρά. 

B̂2 = Δ̂2 = φ (εντός εναλλάξ). 

Άρα τα τρίγωνα 
ΑΒΔ, ΒΓΔ είναι 
ίσα, οπότε  
ΑΒ = ΓΔ και  
ΑΔ = ΒΓ.  
Επίσης έχουμε   

Σχήμα 5 

Â = Γ̂ και B̂ = Δ̂  = φ + ω. 

Απόδειξη της ιδιότητας iii) 
Συγκρίνουμε 
τα τρίγωνα 
ΟΑΒ, ΟΓΔ. 
Έχουμε:  
ΑΒ = ΓΔ  

B̂1 = Δ̂1 = ω (ε-

ντός εναλλάξ). 

 
Σχήμα 6 

Â1 = Γ̂1 = φ (εντός εναλλάξ). 
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Άρα, τα τρίγωνα ΟΑΒ, ΟΓΔ είναι 
ίσα, οπότε ΟΑ = ΟΓ και ΟΒ =ΟΔ. 
 

ΠΟΡΙΣΜΑ I 
Το σημείο τομής των διαγωνίων 
παραλληλογράμμου είναι κέντρο 
συμμετρίας του. 
Για το λόγο αυτό λέγεται κέντρο 
του παραλληλογράμμου. 
 

ΠΟΡΙΣΜΑ II 
Παράλληλα τμήματα που έχουν τα 
άκρα τους σε δύο παράλληλες ευ-
θείες είναι ίσα (σχ.7). 
 
 
Σχήμα 7 

 

10 / 98 



 

Αν τα τμήματα 

(σχ.8) είναι κάθετα 
στις παράλληλες, 
το κοινό μήκος 
τους λέγεται. 

 
Σχήμα 8 

απόσταση των παραλλήλων 
Κάθε ευθύγραμμο τμήμα που έχει 
τα άκρα του στις ευθείες των απέ-
ναντι πλευρών παραλληλογράμμου 
και είναι κάθετο σε αυτές λέγεται 

ύψος του παραλληλογράμμου, ενώ 
οι απέναντι πλευρές του λέγονται 

βάσεις ως προς αυτό το ύψος 
(σχ.9). 
 
 
 
Σχήμα 9 
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• Κριτήρια για παραλληλόγραμμα 
Στην παράγραφο αυτή θα αποδεί-
ξουμε προτάσεις (κριτήρια) οι ο-
ποίες εξασφαλίζουν ότι ένα τετρά-
πλευρο είναι παραλληλόγραμμο. 
Ένα τετράπλευρο είναι παραλλη-
λόγραμμο αν ισχύει μια από τις 
παρακάτω προτάσεις: 

(i) Οι απέναντι πλευρές ανά δύο 
είναι ίσες. 
(ii) Δύο απέναντι πλευρές του εί-
ναι ίσες και παράλληλες. 
(iii) Οι απέναντι γωνίες ανά δύο 
είναι ίσες. 
(iv) Οι διαγώνιοί του διχοτομού-
νται. 
Απόδειξη 
Θεωρούμε τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Για 
να αποδείξουμε τα κριτήρια, θα 
πρέπει σύμφωνα με τον ορισμό να 
αποδείξουμε ότι σε κάθε περίπτω-
ση, οι απέναντι πλευρές του τετρα-
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πλεύρου είναι παράλληλες. 
(i) Έστω ΑΒ = ΓΔ και ΑΔ= ΒΓ 
(σχ.10). Αν φέρουμε τη διαγώνιο 
ΒΔ, τότε σχηματίζονται τα τρίγωνα  
ΑΒΔ και ΒΓΔ 
που είναι ίσα, 
γιατί ΑΒ = ΓΔ,  
ΑΔ = ΒΓ και ΒΔ 
κοινή πλευρά. 

Άρα B̂1 = Δ̂1 = ω  
 

Σχήμα 10 

και B̂2 = Δ̂2 = φ, οπότε ΑΒ//ΓΔ και 

ΑΔ//ΒΓ, δηλαδή το ΑΒΓΔ είναι πα-
ραλληλόγραμμο. 
(ii) Έστω ΑΒ// = ΓΔ (σχ.10). Τα τρί-
γωνα ΑΒΔ και ΒΓΔ είναι ίσα, γιατί 

ΑΒ = ΓΔ, B̂1 = Δ̂1 = ω και η ΒΔ είναι 

κοινή πλευρά. Επομένως, όμοια με 
το (i), το ΑΒΓΔ είναι παραλληλό-
γραμμο. 

(iii) Αν Â = Γ̂ = ω και B̂ = Δ̂  = φ  

(σχ.11) η σχέση Â +B̂ +Γ̂ +Δ̂  = 4└ 
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γράφεται  
2ω+ 2φ = 4└  ή  
φ + ω= 2└. 
Επομένως, έχουμε 

ότι Â+ Δ̂  = 2└, 
οπότε ΑΒ // ΓΔ και 

 
Σχήμα 11 

Â + B̂ = 2└, οπότε ΑΔ // ΒΓ, δηλαδή 
το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο. 

(iv) Έστω ΑΟ = 
ΟΓ και ΟΒ = ΟΔ 
(σχ.12). Τα τρίγω-
να ΑΟΒ και ΓΟΔ, 
καθώς και τα τρί-
γωνα ΑΟΔ και  

 
Σχήμα 12 

ΒΟΓ είναι ίσα.  Επομένως, όμοια με 
το (i), θα είναι ΑΒ//ΓΔ και ΑΔ//ΒΓ, 
δηλαδή το ΑΒΓΔ είναι παραλληλό-
γραμμο. 

AΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ 
Ερωτήσεις Κατανόησης 
1. Ποια από τα παρακάτω τετρά-
πλευρα είναι παραλληλόγραμμα, 
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ποια όχι και γιατί; 

  

  

  

2. Με ποιους τρόπους μπορούμε 
να αποδείξουμε ότι ένα τετράπλευ-
ρο είναι παραλληλόγραμμο; 

3. Να υπολογίσετε 
τις γωνίες του πα-
ραλληλογράμμου. 
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4. Να υπολογίσε-
τε τις γωνίες ω 
και φ του παραλ-
ληλογράμμου 
ΔΕΖΗ.  

 5. Ένα τετράπλευρο είναι παραλ-
ληλόγραμμο αν: 
i) Δύο απέναντι γωνίες είναι ίσες.  
ii) Οι διαδοχικές γωνίες του είναι 
παραπληρωματικές.  
iii) Δύο απέναντι πλευρές του είναι 
ίσες.  
iv) Δύο απέναντι πλευρές του είναι 
παράλληλες.  
(Σημειώστε x σε κάθε σωστή πρό-
ταση). 

Ασκήσεις Εμπέδωσης 
1. Δίνεται παραλληλόγραμμο 

ΑΒΓΔ. Η διχοτόμος της Â τέμνει τη 
ΔΓ στο Ε.  
Να αποδείξετε ότι ΔΕ = ΒΓ. 
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2. Έστω Ο το κέντρο παραλληλο-
γράμμου ΑΒΓΔ. Αν Ε και Ζ σημεία 
των ΟΑ και ΟΓ αντίστοιχα, ώστε  
ΟΕ = ΟΖ, να αποδείξετε ότι το τε-
τράπλευρο ΒΕΔΖ είναι παραλληλό-
γραμμο. 
3. Έστω Ε και Ζ, τα μέσα των πλευ-
ρών ΑΒ και ΓΔ αντίστοιχα, παραλ-
ληλογράμμου ΑΒΓΔ. Να αποδείξετε 
ότι: 
i) το τετράπλευρο ΑΕΓΖ είναι πα-
ραλληλόγραμμο. 
ii) οι ΑΓ, ΒΔ και ΕΖ συντρέχουν. 
4. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διχο-
τόμος του ΑΔ. Η παράλληλη από το 
Δ προς την ΑΒ τέμνει την ΑΓ στο Ε. 
Αν η παράλληλη από το Ε προς τη 
ΒΓ τέμνει την ΑΒ στο Ζ, να αποδεί-
ξετε ότι ΑΕ = ΒΖ. 

Αποδεικτικές Ασκήσεις 
1. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ 
(AB = AΓ) και σημείο Μ της βάσης 
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του ΒΓ. Φέρουμε ΜΕ//ΑΒ (Ε σημείο 
του ΑΓ) και ΜΔ//ΑΓ (Δ σημείο του 
ΑΒ). Να αποδείξετε ότι  
ΜΔ + ΜΕ = ΑΒ. 
2. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ 
και Ε σημείο της ΑΓ. Φέρουμε 
ΔΖ//ΒΕ (Ζ σημείο του ΑΓ). Να απο-
δείξετε ότι ΔΕ//ΒΖ. 
3. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. 
Προεκτείνουμε τη ΔΓ κατά τμήμα ΓΕ 
= ΔΓ και τη ΔΑ κατά τμήμα ΑΖ = ΔΑ. 
Να αποδείξετε ότι τα σημεία Ζ, Β και 
Ε είναι συνευθειακά. 
4. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Στις προε-
κτάσεις των διαμέσων ΒΔ και ΓΕ 
παίρνουμε σημεία Η και Ζ αντίστοι-
χα τέτοια, ώστε ΔΗ = ΒΔ και ΖΕ = 
ΓΕ. Να αποδείξετε ότι  
i) ΑΗ = ΑΖ,  
ii) τα σημεία Ζ, Α και Η είναι συνευ-
θειακά. 
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5. Από σημείο Α να φέρετε τέμνου-
σα δύο παράλληλων ευθειών με 
τρόπο, ώστε το μεταξύ των παραλ-
λήλων τμήμα της να είναι ίσο με 
δοσμένο τμήμα λ. 

Σύνθετα θέματα 
1. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ 
και τα σημεία Ε, Ζ, Η και Κ των 
πλευρών του ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ και ΑΔ α-
ντίστοιχα, ώστε ΑΕ = ΓΗ και ΒΖ = 
ΔΚ. Να αποδείξετε ότι  
i) το τετράπλευρο ΕΖΗΚ είναι πα-
ραλληλόγραμμο, 
ii) οι ΑΓ, ΒΔ, ΕΗ και ΚΖ συντρέχουν. 
2. Προεκτείνουμε την πλευρά ΑΒ 
παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ κατά 
τμήμα ΒΕ = ΒΓ και επί της ημιευθεί-
ας ΔΑ θεωρούμε σημείο Ζ, ώστε ΔΖ 
= ΔΓ. Να αποδείξετε ότι  

ΖΓ̂Ε = 90°. 
3. Δίνεται παραλληλόγραμμο 
ΑΒΓΔ. Προεκτείνουμε την ΑΒ κατά 
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τμήμα ΒΕ = ΒΓ και την ΑΔ κατά 
τμήμα ΔΖ = ΔΓ. Να αποδείξετε ότι 
τα σημεία Ζ, Γ και Ε είναι συνευθει-
ακά. 

4. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ 
(ΑΒ = ΑΓ) και σημείο Δ της ΑΓ. 
Προεκτείνουμε την ΑΒ κατά τμήμα 
ΒΕ = ΓΔ. Να αποδείξετε ότι η ΒΓ δι-
χοτομεί τη ΔΕ. 
5. Ένα ποταμός, του οποίου οι ό-
χθες είναι ευθύγραμμες, διέρχεται 
μεταξύ δύο χωριών που απέχουν 
άνισες αποστάσεις από τις όχθες 
του. Σε ποια θέση πρέπει να κατα-
σκευασθεί μια γέφυρα κάθετη προς 
τον ποταμό, ώστε τα δύο χωριά να 
βρίσκονται σε ίσες αποστάσεις από 
τις αντίστοιχες εισόδους της γέφυ-
ρας; 
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Είδη παραλληλογράμμων 
Στην παράγραφο αυτή θα μελετή-
σουμε τα είδη των παραλληλο-
γράμμων, δηλαδή τα παραλληλό-
γραμμα που έχουν και κάποιες ε-
πιπλέον ιδιότητες. Διακρίνουμε 
τρία είδη παραλληλογράμμων: το 

ορθογώνιο, το ρόμβο και το τετρά-
γωνο. 

5.3 Ορθογώνιο  
Ορισμός  

Ορθογώνιο λέγεται το παραλλη-
λόγραμμο που έχει μία γωνία ορ-
θή. 

Επειδή στο πα-
ραλληλόγραμμο 
οι απέναντι γωνί-
ες του είναι ίσες, 
ενώ δύο  

 
Σχήμα 13 

διαδοχικές γωνίες του είναι παρα-
πληρωματικές (ως εντός και επί τα 
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αυτά μέρη), προκύπτει ότι όλες οι 

γωνίες του ορθογωνίου είναι ορ-
θές. 
• Ιδιότητες ορθογωνίου 
Οι διαγώνιοι του ορθογωνίου είναι 
ίσες. 
Απόδειξη 
Έστω ΑΒΓΔ ορθογώνιο. Θα απο-
δείξουμε ότι οι διαγώνιοι ΑΓ και ΒΔ  
είναι ίσες 
(σχ.14). Τα τρί-
γωνα ΑΒΔ και 
ΑΔΓ είναι ίσα 

(Â = Δ̂  = 90°, ΑΔ 
κοινή, ΑΒ = ΔΓ), 

 
Σχήμα 14 

οπότε ΑΓ = ΒΔ. 

• Κριτήρια για να είναι ένα τετρά-
πλευρο ορθογώνιο 
Ένα τετράπλευρο είναι ορθογώνιο, 
αν ισχύει μια από τις παρακάτω 
προτάσεις: 
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(i) Είναι παραλληλόγραμμο και έχει 

μία ορθή γωνία. 

(ii) Είναι παραλληλόγραμμο και οι 

διαγώνιοί του είναι ίσες. 

(iii) Έχει τρεις γωνίες ορθές. 

(iv) Όλες οι γωνίες του είναι ίσες. 

Απόδειξη 
 (i) Προκύπτει άμεσα από τον ορι-
σμό του παραλληλογράμμου. 
ii) Έστω ΑΒΓΔ 
παραλληλόγραμμο 
με  
ΑΓ = ΒΔ. Τότε τα 
τρίγωνα ΑΒΔ και 
ΑΔΓ είναι ίσα  

 
Σχήμα 15 

 (ΑΒ = ΔΓ, ΑΓ = ΒΔ, ΑΔ κοινή), οπό-

τε Â = Δ̂ . Αλλά Â + Δ̂  = 2└, οπότε Â  

= Δ̂  = 1└.  
Επομένως, το ΑΒΓΔ είναι ορθογώ-
νιο. 
 (iii) Αν έχει τρεις ορθές γωνίες θα 
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είναι και η άλλη ορθή, αφού το ά-
θροισμα των γωνιών κάθε τετρα-
πλεύρου είναι 4└. 
(iv) Αν όλες οι γωνίες είναι ίσες, 
προφανώς όλες είναι ορθές. 

5.4 Ρόμβος 

Ορισμός  

Ρόμβος λέγεται το παραλληλό-
γραμμο που έχει δύο διαδοχικές 
πλευρές ίσες. 

Επειδή στο παραλ-
ληλόγραμμο οι απέ-
ναντι πλευρές του εί-
ναι ίσες προκύπτει 

ότι όλες οι πλευρές 

του ρόμβου είναι ί-
σες. 

 
Σχήμα 16 

• Ιδιότητες του ρόμβου 
(i) Οι διαγώνιοι του ρόμβου τέμνο-
νται κάθετα. 
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ii) Οι διαγώνιοι του ρόμβου διχοτο-
μούν τις γωνίες του. 

Απόδειξη 
Έστω ΑΒΓΔ ρόμβος. 
Επειδή το τρίγωνο 
ΑΒΔ είναι ισοσκελές, 
η διάμεσος του ΑΟ 
είναι ύψος του και δι-
χοτόμος της γωνίας 

Â. Επομένως 
 

Σχήμα 17 

ΑΓ  ΒΔ και η ΑΓ διχοτομεί την Â. 

Όμοια η ΑΓ διχοτομεί τη Γ̂ και η ΒΔ 

τις B̂ και Δ̂ . 

• Κριτήρια για να είναι ένα τετρά-
πλευρο ρόμβος 
Ένα τετράπλευρο είναι ρόμβος, αν 
ισχύει μια από τις παρακάτω προ-
τάσεις: 

(i) Έχει όλες τις πλευρές του ίσες. 

(ii) Είναι παραλληλόγραμμο και 

δύο διαδοχικές πλευρές του είναι 
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ίσες. 

(iii) Είναι παραλληλόγραμμο και οι 

διαγώνιοί του τέμνoνται κάθετα. 

(iv) Είναι παραλληλόγραμμο και 

μία διαγώνιός του διχοτομεί μία 
γωνία του. 

Απόδειξη 
(i) και (ii) Προκύπτουν άμεσα από 
τον ορισμό του ρόμβου. 
(iii) Έστω ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο  

με ΑΓ  ΒΔ.  
Στο τρίγωνο ΑΒΔ η 
ΑΟ είναι διάμεσος, 
αφού οι διαγώνιοι 
του παραλληλο-
γράμμου διχοτο-
μούνται. Eπίσης, η 
ΑΟ είναι και ύψος, 

επειδή ΑΓ  ΒΔ. 
 

Σχήμα 18 

Άρα το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκε-
λές, οπότε ΑΒ = ΑΔ. Επομένως το 
ΑΒΓΔ είναι ρόμβος. 
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(iv) Έστω ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο 

και ΑΓ διχοτόμος της Â. 
Τότε πάλι το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ι-
σοσκελές (αφού ΑΟ διχοτόμος και 
διάμεσος), οπότε το ΑΒΓΔ είναι 
ρόμβος. 

5.5 Τετράγωνο 
Ορισμός  

Τετράγωνο λέγεται το παραλλη-
λόγραμμο που είναι ορθογώνιο 
και ρόμβος. 

• Ιδιότητες τετραγώνου 
Από τον ορισμό 
προκύπτει ότι το 
τετράγωνο έχει ό-
λες τις ιδιότητες του 
ορθογωνίου και ό-
λες τις ιδιότητες του  

 
Σχήμα 19 

ρόμβου. 
Επομένως, σε κάθε τετράγωνο: 

 (i) Οι απέναντι πλευρές του είναι 
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παράλληλες. 

(ii) Όλες οι πλευρές του είναι ίσες. 

(iii) Όλες οι γωνίες του είναι ορθές. 

(iv) Οι διαγώνιοί του είναι ίσες, τέ-

μνονται κάθετα, διχοτομούνται και 

διχοτομούν τις γωνίες του. 

• Κριτήρια για να είναι ένα τετρά-
πλευρο τετράγωνο 
Για να αποδείξουμε ότι ένα τετρά-
πλευρο είναι τετράγωνο, αρκεί να 
αποδείξουμε ότι είναι ορθογώνιο 
και ρόμβος. 

Αποδεικνύεται ότι ένα παραλληλό-
γραμμο είναι τετράγωνο, αν ισχύει 
μία από τις παρακάτω προτάσεις: 
 (i) Μία γωνία του είναι ορθή και 
δύο διαδοχικές πλευρές του είναι 
ίσες. 
(ii) Μία γωνία του είναι ορθή και μία 
διαγώνιός του διχοτομεί μία γωνία 
του. 
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(iii) Μία γωνία του είναι ορθή και οι 
διαγώνιοί του κάθετες. 
(iv) Οι διαγώνιοί του είναι ίσες και 
δύο διαδοχικές πλευρές 
του είναι ίσες. 
(v) Οι διαγώνιοί του είναι ίσες και η 
μία διχοτομεί μία 
γωνία του. 
(vi) Οι διαγώνιοί του είναι ίσες και 
κάθετες. 
 

AΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ 
Ερωτήσεις Κατανόησης 
1. Ποια από τα παρακάτω τετρά-
πλευρα είναι i) ορθογώνια, ii) ρόμ-
βοι, iii) τετράγωνα, ποια όχι και για-
τί; 

i) 

    

ii) 
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iii) 

   
2. Με ποιους τρόπους μπορούμε να 
αποδείξουμε ότι ένα τετράπλευρο 
είναι: i) Ορθογώνιο ii) Ρόμβος 
3. Σε τι είδους τρίγωνα χωρίζονται 
τα παρακάτω σχήματα από τις δια-
γωνίους τους; i) Ορθογώνιο  
ii) Ρόμβος iii) Τετράγωνο 
4. Να αναφέρετε δύο ομοιότητες και 
δύο διαφορές που αφορούν πλευ-
ρές, γωνίες ή διαγωνίους μεταξύ 
των ζευγών των σχημάτων: 
i) Τετράγωνο – Ρόμβος  
ii) Τετράγωνο – Ορθογώνιο  
iii) Ορθογώνιο – Ρόμβος 
5. Σημειώστε x σε κάθε σωστή πρό-
ταση: 
i) Οι διαγώνιοι του ρόμβου δεν είναι 
ίσες.  
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ii) Όλες οι γωνίες του ρόμβου είναι 
ίσες.  
iii) Ένας ρόμβος με μία ορθή γωνία 
είναι τετράγωνο.  
iv) Κάθε τετράγωνο είναι ρόμβος.  

Ασκήσεις Εμπέδωσης 
1. Σε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ φέ-

ρουμε AE  ΔΓ και ΓΖ  AB. Να α-
ποδείξετε ότι το ΑΖΓΕ είναι ορθο-
γώνιο. 
2. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ 
με κέντρο Ο και BΔ = 2AΓ. Αν Ε, Ζ 
είναι τα μέσα των ΟΒ και ΟΔ αντί-
στοιχα, να αποδείξετε ότι το ΑΕΓΖ 
είναι ορθογώνιο. 

3. Να αποδείξετε ότι αν οι διχοτόμοι 
των γωνιών παραλληλογράμμου δε 
συντρέχουν, τότε σχηματίζουν ορ-
θογώνιο. 

4. Να αποδείξετε ότι ένα παραλλη-
λόγραμμο είναι ρόμβος, αν και μό-
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νο αν οι αποστάσεις των απέναντι 
πλευρών του είναι ίσες. 

5. Δίνεται ρόμβος ΑΒΓΔ με κέντρο 
Ο. Παίρνουμε δύο σημεία Ε και Ζ 
της ΑΓ, ώστε ΟΕ = ΟΖ = ΟΒ = ΟΔ. 
Να αποδείξετε ότι το ΔΕΒΖ είναι τε-
τράγωνο. 

6. Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ. Στις 
πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ και ΔΑ παίρ-
νουμε σημεία Κ, Λ, Μ και Ν αντί-
στοιχα τέτοια, ώστε ΑΚ = ΒΛ = ΓΜ = 
ΔΝ. Να αποδείξετε ότι το ΚΛΜΝ εί-
ναι τετράγωνο. 

Αποδεικτικές Ασκήσεις 
1. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, η διχοτό-
μος του ΒΔ και Μ το μέσο της ΒΔ. 
Από το Δ φέρουμε παράλληλη 
προς τη ΒΓ, που τέμνει την ΑΒ στο 
Ε. Αν η ΕΜ τέμνει τη ΒΓ στο Ζ να 
αποδείξετε ότι το ΔΕΒΖ είναι ρόμ-
βος. 
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2. Στις πλευρές ΑΒ και ΒΓ, τετρα-
γώνου ΑΒΓΔ παίρνουμε σημεία Ε 
και Ζ αντίστοιχα, ώστε ΑΕ = ΒΖ. Να 
αποδείξετε ότι i) ΑΖ = ΔΕ,  

ii) ΑΖ  ΔΕ. 
3. Σε ορθογώνιο ΑΒΓΔ, Ε και Ζ είναι 
τα μέσα των ΑΔ και ΒΓ αντίστοιχα. 
Αν Η είναι το σημείο τομής των ΑΖ 
και ΒΕ και Θ το σημείο τομής των 
ΔΖ και ΓΕ, να αποδείξετε ότι το 
ΕΘΖΗ είναι ρόμβος. 
4. Να αποδείξετε ότι αν δύο κάθετα 
τμήματα έχουν τα άκρα τους στις 
απέναντι πλευρές τετραγώνου, τότε 
είναι ίσα. 

Σύνθετα θέματα 
1. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ 

με B̂= 45°. Από το μέσο Μ της ΓΔ 

φέρουμε κάθετο πάνω στη ΓΔ και 
έστω Ε και Ζ τα σημεία στα οποία 
αυτή τέμνει τις ΑΔ και ΒΓ αντίστοι-
χα (ή τις προεκτάσεις τους). Να α-
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ποδείξετε ότι το ΔΕΓΖ είναι τετρά-
γωνο. 
2. Σε ορθογώνιο ΑΒΓΔ φέρουμε  

ΒΕ  ΑΓ. Αν η διχοτόμος της γωνί-

ας ΔB̂Ε τέμνει τη ΓΔ στο Ζ, να απο-
δείξετε ότι ΒΓ = ΓΖ. 
3. Να αποδείξετε ότι: i) το άθροισμα 
των αποστάσεων τυχαίου σημείου 
της βάσης ισοσκελούς τριγώνου 
από τις ίσες πλευρές του είναι στα-
θερό (και ίσο με ένα από τα ύψη 
του), ii) το άθροισμα των αποστά-
σεων τυχαίου σημείου, που βρίσκε-
ται στο εσωτερικό ισοπλεύρου τρι-
γώνου, από τις πλευρές του είναι 
σταθερό (και ίσο με το ύψος του). 

Εφαρμογές των παραλληλογράμ-
μων 
5.6 Εφαρμογές στα τρίγωνα 
Θεώρημα I  

Το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει 
τα μέσα των δύο πλευρών τριγώ-

34 / 104 



 

νου είναι παράλληλο προς την 
Τρίτη πλευρά και ίσο με το μισό 
της. 
Απόδειξη 
Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και τα μέ-
σα Δ, Ε των ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα 
(σχ.20). Θα αποδείξουμε ότι  

ΔΕ // = 
2

ΓB
. Προεκτείνουμε τη ΔΕ 

κατά τμήμα EZ = ΔΕ. 
Το τετράπλευρο 
ΑΔΓΖ είναι πα-
ραλληλόγραμμο, 
αφού οι διαγώ-
νιοί του διχοτο-
μούνται. 

 
Σχήμα 20 

Άρα ΑΔ = // ΓΖ, οπότε ΔΒ = // ΓΖ, 
αφού ΑΔ = ΔΒ. Έτσι το τετράπλευ-
ρο ΔΖΓΒ είναι παραλληλόγραμμο, 
οπότε: (i) ΔΖ // ΒΓ άρα ΔΕ // ΒΓ και  
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(ii) ΔΖ = ΒΓ ή 2ΔΕ = ΒΓ ή ΔΕ = 
2

ΓB
. 

Θεώρημα II  

Αν από το μέσο μιας πλευράς ενός 
τριγώνου φέρουμε ευθεία παράλ-
ληλη προς μια άλλη πλευρά του, 
τότε η ευθεία αυτή διέρχεται από 
το μέσο της τρίτης πλευράς του. 
Απόδειξη 
Ας θεωρήσουμε ένα τρίγωνο ΑΒΓ 
και ας φέρουμε από το μέσο Δ της  
ΑΒ την παράλληλη 
προς την ΒΓ που 
τέμνει την ΑΓ στο Ε 
(σχ.21). Θα αποδεί-
ξουμε ότι το Ε είναι 
το μέσο της ΑΓ.  Σχήμα 21 
Έστω ότι το Ε δεν είναι μέσο της 
ΑΓ. Αν Z είναι το μέσο της ΑΓ, το 
τμήμα ΔΖ ενώνει τα μέσα των 
πλευρών ΑΒ και ΑΓ, οπότε σύμφω-
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να με το προηγούμενο θεώρημα ΔΖ 
// ΒΓ. Έτσι, όμως, έχουμε από το Δ 
δύο παράλληλες προς τη ΒΓ, που 
είναι άτοπο. Άρα το Ε είναι μέσο 
της ΑΓ. 

Θεώρημα III  

Αν τρεις (τουλάχιστον) παράλλη-
λες ευθείες ορίζουν σε μία ευθεία 
ίσα τμήματα, θα ορίζουν ίσα τμή-
ματα και σε κάθε άλλη ευθεία που 
τις τέμνει. 
Απόδειξη 
Θεωρούμε τις παράλληλες ευθείες 

ε1, ε2, ε3 οι οποίες τέμνουν την δ1 

στα σημεία Α, Β, Γ και ορίζουν σε  
αυτή τα ίσα ευ-
θύγραμμα τμή-
ματα ΑΒ, ΒΓ 
(σχ.22). Αν μια 

άλλη ευθεία δ2 

τέμνει τις ε1, ε2,  
Σχήμα 22 
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ε3 στα σημεία Δ,  

Ε, Ζ αντίστοιχα, θα αποδείξουμε ότι 
ΔΕ = ΕΖ. 
Φέρουμε ΑΚ // ΔΖ. Τότε τα τετρά-
πλευρα ΑΔΕΗ και ΕΖΚΗ είναι πα-
ραλληλόγραμμα, οπότε ΑΗ = ΔΕ (1) 
και ΗΚ = ΕΖ (2). Στο τρίγωνο ΑΚΓ το 
Β είναι το μέσο της ΑΓ και ΒΗ // ΓΚ. 
Άρα το Η είναι μέσο της ΑΚ, δηλαδή 
ΑΗ = ΗΚ (3). Από τις (1), (2) και (3) 
προκύπτει ότι ΔΕ = ΕΖ. 

• Η μεσοπαράλληλος δύο παραλ-
λήλων 
Θεωρούμε δύο πα-

ράλληλες ευθείες ε1 

και ε2 και ένα τμήμα 

ΑΒ = υ κάθετο 
προς αυτές, το   Σχήμα 23 

οποίο έχει τα άκρα του στις ε1 και 

ε2. Αν από το μέσο Κ της ΑΒ φέ-

ρουμε την ευθεία ε παράλληλη 
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προς τις ε1 και ε2, παρατηρούμε ότι 

κάθε σημείο Μ της ε ισαπέχει από 

τις ε1 και ε2, αφού MΓ = ΜΔ = 
2

υ
. 

Αντίστροφα, αν ένα σημείο Μ ισα-

πέχει από τις ε1 και ε2, το Μ τότε εί-

ναι σημείο μεταξύ των παραλλήλων 
και ισχύει ΜΓ+ΜΔ = ΓΔ = υ, οπότε 

MΓ = ΜΔ = 
2

υ
. Έτσι τα τετράπλευρα 

ΜΓΑΚ και ΜΔΒΚ είναι παραλληλό-
γραμμα (ΜΓ// = ΑΚ, ΜΔ // = ΚΒ), 

οπότε ΜΚ // ε1, ε2. Επομένως, το Μ 

ανήκει στην ευθεία ε. 
Καταλήγουμε λοιπόν στο συμπέ-

ρασμα ότι: Ο γεωμετρικός τόπος 

των σημείων του επιπέδου που 
ισαπέχουν από δύο παράλληλες 
ευθείες ε1 και ε2 είναι μία ευθεία ε 
παράλληλη προς τις ε1 και ε2, η 
οποία διέρχεται από τα μέσα των 
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τμημάτων που έχουν τα άκρα τους 
στις δύο παράλληλες. 
Η ευθεία ε λέγεται μεσοπαράλληλος 

των ε1 και ε2. 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 1η 

Να αποδειχθεί ότι τα μέσα των 
πλευρών ενός τετραπλεύρου είναι 
κορυφές παραλληλογράμμου. 
Απόδειξη 
Θεωρούμε τετρά-
πλευρο ΑΒΓΔ και 
τα μέσα Ε, Ζ, Η, Θ 
των ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, 
ΔΑ αντίστοιχα. 

 
Σχήμα 24α 

Θα αποδείξουμε ότι το ΕΖΗΘ είναι 
παραλληλόγραμμο. Φέρουμε τη δι-
αγώνιο ΒΔ (σχ.24α). Παρατηρούμε 
ότι τα Ε και Θ είναι τα μέσα δύο 
πλευρών του τριγώνου ΑΒΔ, οπότε 

ΕΘ = // 
2

BΔ
  (1). 
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Όμοια από το τρίγωνο ΒΓΔ προ-

κύπτει ότι ΖΗ = // 
2

BΔ
 (2). 

Από τις (1) και (2) έχουμε ότι  
ΕΘ = // ΖΗ, οπότε το ΕΖΗΘ είναι 
παραλληλόγραμμο. 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ 

Ανάλογο συμπέ-

ρασμα ισχύει και 

σε μη κυρτό τε-

τράπλευρο 

(σχ.24β). 
 

Σχήμα 24β 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 2η 

Να διαιρεθεί ένα ευθύγραμμο 
τμήμα ΑΒ σε τρία ίσα ευθύγραμμα 
τμήματα (σχ.25). 
Λύση 
Φέρουμε μια ημιευθεία Αx και παίρ-
νουμε σε αυτή τα ίσα διαδοχικά  
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ευθύγραμμα 
τμήματα ΑΓ, 
ΓΔ, ΔΕ. Φέ-
ρουμε τη ΒΕ 
και από τα Δ, 
Γ και Α πα-
ράλληλες 

 
Σχήμα 25 

προς αυτή, οι οποίες τέμνουν την 
ΑΒ στα σημεία Ζ και Η. Τότε σύμ-
φωνα με το θεώρημα ΙΙΙ, σελ. 105, 
θα είναι ΑΗ = ΗΖ = ΖΒ. 

5.7 Βαρύκεντρο τριγώνου 
Θεώρημα  

Οι διάμεσοι ενός τριγώνου διέρ-
χονται από το ίδιο σημείο του ο-
ποίου η απόσταση από κάθε κο-

ρυφή είναι τα 
3

2
 του μήκους της 

αντίστοιχης διαμέσου. 
Απόδειξη 
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Φέρουμε τις 
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δύο διαμέσους 
ΒΕ και ΓΖ. Ε-
πειδή  

B̂1+Γ̂1<B̂+Γ̂<2└, 
οι δύο διάμεσοι 
τέμνονται σε 
ένα εσωτερικό 
σημείο Θ του 
τριγώνου. 

 
Σχήμα 26 

Αν η ΑΘ τέμνει τη ΒΓ στο Δ, θα α-
ποδείξουμε ότι i) η ΑΔ είναι η τρίτη 
διάμεσος του τριγώνου, δηλαδή ΒΔ 

= ΔΓ και ii) ΑΘ=
3

2
ΑΔ 

i) Στην ημιευθεία ΘΔ παίρνουμε 
τμήμα ΘΚ = ΑΘ. Παρατηρούμε ότι 
τα σημεία Ε και Θ είναι τα μέσα των 
πλευρών του 

τριγώνου ΑΚΓ, οπότε EΘ = // 
2

ΓΚ
 (1). 

Όμοια από το τρίγωνο ΑΒΚ έχουμε 
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ΖΘ = // 
2

ΒΚ
 (2). 

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι ΒΕ 
//ΓΚ και ΓΖ // ΒΚ, δηλαδή το ΒΘΓΚ 
είναι παραλληλόγραμμο (3). Άρα οι 
διαγώνιοί του διχοτομούνται, οπότε 
ΒΔ = ΔΓ. 
Το σημείο Θ, στο οποίο τέμνονται 

οι διάμεσοι του ΑΒΓ, λέγεται βαρύ-
κεντρο (ή κέντρο βάρους) του τρι-
γώνου. 
ii) Από το παραλληλόγραμμο ΒΘΓΚ 

έχουμε ακόμη ΘΔ = ΔΚ = 
2

ΘΚ
, άρα 

ΘΔ =
2

ΑΘ
 ή ΑΘ = 2ΘΔ. 

Από τις (1) και (3) προκύπτει ότι ΕΘ 

= 
2

ΓΚ
 = 

2

BΘ
 ή ΒΘ = 2ΘΕ. Όμοια από 

τις (2) και (3) έχουμε ΓΘ = 2ΘΖ. Πα-
ρατηρούμε, λοιπόν, ότι το βαρύκε-
ντρο έχει την ιδιότητα να χωρίζει 
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κάθε διάμεσο σε δύο τμήματα που 
το ένα είναι διπλάσιο του άλλου. 
Επίσης έχουμε ότι ΑΔ = ΑΘ + ΘΔ = 

2ΘΔ + ΘΔ = 3ΘΔ. Άρα ΘΔ = 
3

1
 ΑΔ, 

οπότε ΑΘ = 
3

2
 ΑΔ. Όμοια προκύπτει 

ότι ΒΘ = 
3

2
 ΒΕ και ΓΘ = 

3

2
 ΓΖ.  

Αποδείξαμε λοιπόν ότι: 

Η απόσταση του βαρυκέντρου Θ 
ενός τριγώνου ΑΒΓ από κάθε κο-

ρυφή του ισούται με τα 
3

2
 του μή-

κους της αντίστοιχης διαμέσου. 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Στην παραπάνω πρόταση θεωρή-
σαμε το σημείο τομής Θ των δύο 
διαμέσων ΒΕ και ΓΖ και αποδείξα-
με ότι η ΑΘ αν προεκταθεί είναι η 
τρίτη διάμεσος ΑΔ. 
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Αυτός ο τρόπος αποτελεί μια βα-
σική μέθοδο για να αποδεικνύου-
με ότι τρεις ευθείες συντρέχουν 
σε κάποιο σημείο. 
5.8 Το ορθόκεντρο τριγώνου 
Λήμμα 
Οι παράλληλες, που άγονται από 
τις κορυφές ενός τριγώνου προς 
τις απέναντι πλευρές του, σχημα-
τίζουν τρίγωνο, το οποίο έχει ως 
μέσα των πλευρών του τις κορυ-
φές του αρχικού τριγώνου. 
Απόδειξη 
Από τις κο-
ρυφές Α, Β, Γ 
τριγώνου ΑΒΓ 
φέρουμε πα-
ράλληλες 
προς τις απέ-
ναντι πλευρές 
του, οι οποίες   Σχήμα 27 
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ορίζουν ένα νέο τρίγωνο ΚΛΜ 
(σχ.27).Λόγω των σχηματιζόμενων 
παραλληλογράμμων ΚΑΓΒ, ΛΑΒΓ 
και ΜΒΑΓ έχουμε: ΚΑ = ΒΓ = ΑΛ, 
ΛΓ = ΑΒ = ΓΜ και ΚΒ = ΑΓ = ΒΜ. 
Επομένως τα σημεία Α, Β, Γ είναι τα 
μέσα των πλευρών του τριγώνου 
ΚΛΜ. 

Θεώρημα  

Οι φορείς των υψών ενός τριγώ-
νου διέρχονται από το ίδιο σημείο. 
Απόδειξη 
Έστω τρίγωνο 
ΑΒΓ και τα 
ύψη του ΑΔ, 
ΒΕ και ΓΖ. 
Από τις κορυ-
φές του Α, Β, Γ 
φέρουμε πα-
ράλληλες  

 
Σχήμα 28 

προς τις απέναντι πλευρές (σχ.28). 
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Σύμφωνα με το Λήμμα, στο τρίγωνο 
ΚΛΜ τα σημεία Α, Β, Γ είναι τα μέσα 
των πλευρών του. Επίσης, παρα-
τηρούμε ότι οι ευθείες ΑΔ, ΒΕ και 
ΓΖ είναι κάθετες στις ΚΛ, ΚΜ και ΜΛ  
αντίστοιχα (αφού είναι κάθετες στις 
ΒΓ, ΑΓ και ΑΒ) και μάλιστα είναι 
κάθετες στα μέσα τους. Δηλαδή οι 
ευθείες ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ είναι οι μεσο-
κάθετοι των πλευρών του τριγώνου 
ΚΛΜ, οπότε θα διέρχονται από το 
ίδιο σημείο Η. 

Το σημείο Η λέγεται ορθόκεντρο 

του τριγώνου ΑΒΓ. 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Όταν το τρίγωνο είναι ορθογώνιο, 
το ορθόκεντρο είναι η κορυφή της 
ορθής γωνίας, ενώ σε αμβλυγώνιο 
τρίγωνο το ορθόκεντρο βρίσκεται 
εκτός του τριγώνου. 
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ΠΟΡΙΣΜΑ 
Οι κορυφές Α, Β, Γ, τριγώνου ΑΒΓ 
και το ορθόκεντρό του Η αποτε-
λούν ορθοκεντρική τετράδα, δη-
λαδή κάθε ένα από αυτά τα σημεία 
είναι το ορθόκεντρο του τριγώ-
νου, που ορίζεται από τα άλλα 
τρία σημεία. 
Πράγματι οι κορυ-
φές π.χ. Β, Γ και το 
ορθόκεντρο Η του 
τριγώνου ΑΒΓ 
ορίζουν το τρίγωνο 
ΒΗΓ. Τα ύψη ΗΔ,ΒΖ 
και ΓΕ του τριγώνου   Σχήμα 29 
ΒΗΓ τέμνονται στο Α, οπότε το Α 
είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου 
ΒΗΓ. 
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5.9 Μια ιδιότητα του ορθογώνιου 
τριγώνου 
Θεώρημα I  

Η διάμεσος ορθογώνιου τριγώνου 
που φέρουμε από την κορυφή της 
ορθής γωνίας είναι ίση με το μισό 
της υποτείνουσας. 
Απόδειξη 
Θεωρούμε ορ-
θογώνιο τρίγω-

νο ΑΒΓ (Â = 90°) 
και τη διάμεσό 
του ΑΜ (σχ.30). 
Θα αποδείξουμε 

ότι ΑΜ = 
2

ΓB
. 

Φέρουμε τη διά-
μεσο ΜΔ του 
τριγώνου ΑΜΓ.  

 
Σχήμα 30 

Το ΜΔ συνδέει τα μέσα δύο πλευ-
ρών του τριγώνου ΑΒΓ, οπότε ΜΔ // 

ΑΒ. Αλλά ΑΒ  ΑΓ, επομένως και 
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ΜΔ  ΑΓ. Άρα, το ΜΔ είναι ύψος και 
διάμεσος στο τρίγωνο ΑΜΓ, οπότε 

ΑΜ = ΜΓ, δηλαδή ΑΜ = 
2

ΓB
. 

Το παραπάνω θεώρημα ισχύει και 
αντίστροφα, δηλαδή: 

Θεώρημα II  

Αν η διάμεσος ενός τριγώνου ι-
σούται με το μισό της πλευράς 
στην οποία αντιστοιχεί, τότε το 
τρίγωνο είναι ορθογώνιο με υπο-
τείνουσα την πλευρά αυτή. 
Απόδειξη 
Θεωρούμε τρί-
γωνο ΑΒΓ και τη 
διάμεσό του ΑΜ 
(σχ.31). Αν ΑΜ = 

2

ΓB
, θα αποδεί-

ξουμε ότι η γω-

νία Â είναι ορθή.    
Σχήμα 31 
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Επειδή ΑΜ = 
2

ΓB
  έχουμε ΑΜ = ΜΓ, 

οπότε Â1 = Γ̂ (1) και ΑΜ = ΜΒ, οπό-

τε Â2 = B̂ (2).  

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι  

Â1 + Â2 = B̂ + Γ̂, δηλαδή Â= B̂ + Γ̂. 

Αλλά  Â + B̂ + Γ̂ = 2└, οπότε  

2Â = 2└ ή Â = 1└. 

ΠΟΡΙΣΜΑ 
Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο μια γω-

νία του ισούται με 30°, τότε η απέ-
ναντι πλευρά του είναι το μισό της 
υποτείνουσας και αντίστροφα. 

Απόδειξη 
Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 

(Â = 90°) με B̂ = 30° (σχ.32). 

Θα αποδείξουμε ότι ΑΓ = 
2

ΓB
.  Επει-

δή B̂ = 30°, είναι Γ̂  = 90°- 30° = 60°. 
Φέρουμε τη διάμεσο ΑΜ και είναι  
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ΑΜ = 
2

ΓB
 = ΜΓ. 

Έτσι  

Â2 = Γ = 60°, ο-

πότε το τρίγωνο 
ΑΜΓ είναι ισό-
πλευρο.  
Επομένως  

ΑΓ = ΜΓ = 
2

ΓB
.  

Σχήμα 32 

Αντίστροφο, αν στο ορθογώνιο  
τρίγωνο ΑΒΓ είναι 

ΑΓ = 
2

ΓB
 (σχ.33), 

θα αποδείξουμε 

ότι B̂ = 30°. 

Απόδειξη 
Φέρουμε τη διά-
μεσο ΑΜ, οπότε 

 Σχήμα 33 
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ΑΜ = 
2

ΓB
 = ΜΓ =ΑΓ (αφού ΑΓ = 

2

ΓB
). 

Άρα το τρίγωνο ΑΜΓ είναι ισό-

πλευρο, οπότε Γ̂= 60°. Επομένως B̂ 

= 90° - 60° = 30°. 

AΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ 
Ερωτήσεις Κατανόησης 
1. Στα παρακάτω σχήματα να υπο-
λογίσετε τα x και y. 
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2. Στα παρακάτω σχήματα να υπο-
λογίσετε τις γωνίες φκαι ω. 

  

 
 

3. Υπάρχει τρίγωνο στο οποίο το 
ορθόκεντρο και το βαρύκεντρο ταυ-
τίζονται; 
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4. Στο διπλανό 
σχήμα να δικαιο-
λογήσετε την ισό-
τητα ΑΜ = ΔΕ. 

 
5. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  

(Â= 90°) ο κύκλος διαμέτρου ΒΓ 
διέρχεται από το Α; 
Να δικαιολογήσετε την απάντησή 
σας. 

Ασκήσεις Εμπέδωσης 
1. Αν Δ και Ε είναι τα μέσα των 
πλευρών ΑΒ και ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ 
και Ζ τυχαίο σημείο της ΒΓ, να α-
ποδείξετε ότι η ΔΕ διχοτομεί την 
ΑΖ. 
2. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διάμε-
σός του ΑΔ. Αν Ε, Ζ και Η είναι τα 
μέσα των ΒΔ, ΑΔ και ΑΓ αντίστοιχα, 
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να αποδείξετε ότι το ΔΕΖΗ είναι 
παραλληλόγραμμο. 
3. Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρουμε τα ύψη 
ΒΔ και ΓΕ. Αν Μ είναι το μέσο της 
ΒΓ, να αποδείξετε ότι MΔ = ΜΕ. 
4. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 

(Â = 90°) με B̂ = 30°. Αν Ε, Ζ είναι τα 
μέσα των ΑΒ και ΑΓ, να αποδείξετε 
ότι ΕΖ=ΑΓ. 

5. Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι μβ = μγ, 

να αποδείξετε ότι β = γ. 
6. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 

(Â = 90°). Προεκτείνουμε τη ΓΑ κατά 
τυχαίο τμήμα ΑΔ. Από το Δ φέρου-

με ΔΗ  ΒΓ, η οποία τέμνει την ΑΒ 

στο Ε. Να αποδείξετε ότι ΓΕ  ΔΒ. 
7. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 

(Â = 90°) με B̂ = 30° και Δ, Ε τα μέσα 
των ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα. Προε-
κτείνουμε την ΕΔ κατά τμήμα ΔΖ = 
ΕΔ. Να αποδείξετε ότι το ΑΓΕΖ είναι 
ρόμβος. 
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Αποδεικτικές Ασκήσεις 
1. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 

(Â = 90°) και το ύψος του ΑΔ. 
i) Αν Ε, Ζ είναι τα μέσα των ΑΒ και 

ΑΓ, να αποδείξετε ότι ΕΔ̂Ζ = Â = 
90°. 
ii) Αν Μ είναι το μέσο της ΕΖ, να 

αποδείξετε ότι ΔΜ = 
4

ΓB
. 

2. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ 
και τα μέσα Ε και Ζ των ΒΓ και ΓΔ 
αντίστοιχα. Αν η ΕΖ τέμνει τη δια-
γώνιο ΑΓ στο Η, να αποδείξετε ότι 

 ΓΗ = 
4

ΓA
. 

3. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 

90°) με B̂ > Γ̂ φέρουμε τη διάμεσό 
του ΑΜ και το ύψος του ΑΔ. Να α-

ποδείξετε ότι ΜÂΔ = B̂ - Γ̂. 
4. Αν Ε, Ζ τα μέσα των πλευρών 
ΑΒ, ΓΔ παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ 
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αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι οι ΔΕ 
και ΒΖ τριχοτομούν τη διαγώνιο ΑΓ. 
5. Αν Ε, Ζ τα μέσα των πλευρών ΒΓ, 
ΓΔ παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ αντί-
στοιχα, να αποδείξετε ότι οι ΑΕ και 
ΑΖ τριχοτομούν τη διαγώνιο ΒΔ. 
6. Σε τρίγωνο ΑΒΓ, Δ είναι το μέσο 
της διαμέσου ΑΜ. Αν η ΒΔ τέμνει 
την πλευρά ΑΓ στο Ε, να αποδείξε-

τε ότι ΑΕ = 
2

EΓ
. 

7. Σε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ 
προεκτείνουμε την ΑΒ κατά τμήμα 
ΒΕ = ΑΒ. Αν η ΔΕ τέμνει την ΑΓ στο 
Η και τη ΒΓ στο Ζ, να αποδείξετε ότι 
i) ΒΖ = ΖΓ, 

ii) ΓΗ = 
2

ΑΗ
. 

8. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με B̂ 
= 30° η κάθετος στο μέσο Μ της υ-
ποτείνουσας ΒΓ τέμνει την πλευρά 
ΑΒ στο Δ. Να αποδείξετε ότι: 
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i) ΜΔ = ΑΔ, ii) ΜΔ = 
3

ΑΒ
. 

9. Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ και Ε, Ζ 
τα μέσα των ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα. 
Αν Η, Κ οι προβολές των κορυφών 
Α και Γ στη διαγώνιο ΒΔ αντίστοι-

χα, να αποδείξετε ότι ΕΗ  ΚΖ. 
10. Τρία χωριά που δε βρίσκονται 
στην ίδια ευθεία ανήκουν στον ίδιο 
δήμο. Ο δήμος αποφασίζει να κα-
τασκευάσει δρόμο (ευθεία), ο ο-
ποίος να ισαπέχει από τα τρία χω-
ριά. Πώς θα γίνει η χάραξη του 
δρόμου; Πόσοι τέτοιοι δρόμοι υ-
πάρχουν; 

Σύνθετα θέματα 
1. Σε τρίγωνο ΑΒΓ με B̂ > Γ̂φέρουμε 
το ύψος του ΑΔ. Αν Ε και Ζ τα μέσα 
των ΑΓ και ΒΓ αντίστοιχα, να απο-

δείξετε ότι ΔÊZ = B̂ - Γ̂ 

2. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 
90°) φέρουμε το ύψος του ΑΔ. Να 
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αποδείξετε ότι αν B̂ = 15°, τότε ΑΔ = 

4

ΒΓ
 και αντίστροφα. (Υπόδειξη: Φέ-

ρουμε τη διάμεσο ΑΜ). 
3. Σε κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ θε-
ωρούμε το βαρύκεντρο Κ του τρι-
γώνου ΑΒΓ και τα μέσα Ε, Ζ και Η 
των ΑΒ, ΓΔ και ΚΔ αντίστοιχα. Να 
αποδείξετε ότι ΕΗ//ΚΖ. 

4. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με B̂ = 2Γ̂< 
90° και το ύψος του ΑΔ. Προεκτεί-
νουμε την ΑΒ κατά τμήμα ΒΕ = ΒΔ. 
Να αποδείξετε ότι η ΔΕ διχοτομεί 
την πλευρά ΑΓ. 
5. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ<ΑΓ, η  
διχοτόμος του ΑΔ και Μ το μέσο της 
ΒΓ. Αν Ε είναι η προβολή του Β στη 
διχοτόμο ΑΔ, να αποδείξετε ότι: 

i) ΕΜ//ΑΓ,  ii) ΕΜ = 
3

ΑΒ-ΑΓ
, 

iii) ΔÊΜ = 
2

Α̂
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6. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, το ύψος 
του ΒΔ και Μ το μέσο του τμήματος 
ΓΔ. Προεκτείνουμε τη ΔΒ κατά τμή-
μα ΒΕ=ΔΒ. Να αποδείξετε ότι η κά-
θετη από το Μ στην ΑΒ, η κάθετη 
από το Α στην ΕΓ και η ΒΔ συντρέ-
χουν. 
7. Αν Κ και Λ είναι οι προβολές της 
κορυφής Α τριγώνου ΑΒΓ στην ε-
σωτερική και εξωτερική διχοτόμο 

της γωνίας B̂ αντίστοιχα, να απο-
δείξετε ότι: 
i) Το ΑΚΒΛ είναι ορθογώνιο. 
ii) Η ευθεία ΚΛ διέρχεται από το 
μέσο της ΑΓ. 
8. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 

(Â = 90°) το ύψος του ΑΔ και η διά-
μεσός του ΑΜ. Αν Ε, Ζ οι προβολές 
του Δ στις ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα, να 
αποδείξετε ότι: 
i) ΑΔ = ΕΖ,  

ii) ΑΜ  ΕΖ, 
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iii) Η διάμεσος ΑΜ το τμήμα ΔΖ και 
η παράλληλη προς την ΕΖ από το 
Β συντρέχουν. 

Τραπέζια 
5.10 Τραπέζιο 
Ορισμός  

Τραπέζιο λέγεται το κυρτό τετρά-
πλευρο που έχει μόνο δύο πλευ-
ρές παράλληλες. 

Οι παράλληλες πλευρές ΑΒ και ΓΔ 
(σχ.34) του τραπεζίου ΑΒΓΔ λέγο-

νται βάσεις του τραπεζίου. 
 
 
Σχήμα 34 

 
Κάθε ευθύγραμμο τμήμα κάθετο 
στις βάσεις του τραπεζίου με τα ά-
κρα του στους φορείς των βάσεων 
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λέγεται ύψος του τραπεζίου. 
Το ευθύγραμμο τμήμα ΕΖ που ενώ-
νει τα μέσα των μη παράλληλων 

πλευρών του λέγεται διάμεσος του 
τραπεζίου. 

Θεώρημα I  

Η διάμεσος του τραπεζίου είναι 
παράλληλη προς τις βάσεις του 
και ίση με το ημιάθροισμά τους. 
Δηλαδή, αν ΕΖ διάμεσος του τρα-
πεζίου ΑΒΓΔ, τότε: 

i) ΕΖ // ΑΒ, ΓΔ και ii) ΕΖ = 
2

ΓΔAB 
. 

Απόδειξη 
 
 
 
Σχήμα 35 

 
Θεωρούμε τραπέζιο ΑΒΓΔ  
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(ΑΒ // ΓΔ) (σχ.35), τη διαγώνιο του 
ΒΔ και Ε το μέσο της ΑΔ. Από το Ε 
φέρουμε ευθεία ε παράλληλη των 
ΑΒ και ΓΔ που τέμνει τις ΒΔ και ΒΓ 
στα Κ και Ζ αντίστοιχα. Τότε: 
Στο τρίγωνο ΑΒΔ το Ε είναι μέσο 
της ΑΔ και ΕΚ//ΑΒ, οπότε το Κ είναι 

το μέσο της ΒΔ και ΕΚ = 
2

AB
 (1). 

Επίσης στο τρίγωνο ΒΔΓ το Κ είναι 
μέσο της ΒΔ και ΚΖ//ΓΔ, οπότε το Ζ 

είναι το μέσο της ΒΓ και ΚΖ = 
2

ΓΔ
 

(2). Επομένως η ΕΖ είναι διάμεσος 
του τραπεζίου και i) ΕΖ // ΑΒ, ΓΔ 
(από κατασκευή). 
ii) Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι 

ΕΚ + ΚΖ = 
2

ΓΔ

2

AB
  ή ΕΖ = 

2

ΓΔAB 
. 

ΠΟΡΙΣΜΑ 
Η διάμεσος ΕΖ τραπεζίου ΑΒΓΔ 
διέρχεται από τα μέσα Κ και Λ των 
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διαγωνίων του και το τμήμα ΚΛ 
είναι παράλληλο με τις βάσεις του 
και ίσο με την ημιδιαφορά των 
βάσεών του. 
Απόδειξη 
Αποδείξαμε παραπάνω ότι το Κ εί-
ναι μέσο της ΒΔ (σχ.35). 
 
 
 
Σχήμα 36 

 
Όμοια, αν φέρουμε την ΑΓ (σχ.36), 
στο τρίγωνο ΑΔΓ το Ε είναι μέσο 
της ΑΔ και ΕΛ // ΓΔ, οπότε το Λ εί-

ναι μέσο της ΑΓ και ΕΛ = 
2

ΓΔ
 (3). 

Επομένως, η διάμεσος ΕΖ του τρα-
πεζίου διέρχεται από τα μέσα Κ, Λ 
των διαγωνίων του και προφανώς 
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ΚΛ // ΑΒ, ΓΔ. Επίσης από τις (1) και 

(3) προκύπτει ότι: ΕΛ - ΕΚ = 
2

ΓΔ
 - 

2

AB
 ή  ΚΛ = 

2

AB-ΓΔ
 (με ΓΔ > ΑΒ). 

5.11 Ισοσκελές τραπέζιο 
 
 
 
Σχήμα 37 

 

Ορισμός  

Ισοσκελές τραπέζιο λέγεται το 
τραπέζιο του οποίου οι μη παράλ-
ληλες πλευρές είναι ίσες. 

• Ιδιότητες ισοσκελούς τραπεζίου 
Αν ένα τραπέζιο είναι ισοσκελές, 
τότε: 
(i) Οι γωνίες που πρόσκεινται σε 
μια βάση είναι ίσες. 

67 / 113 



 

(ii) Oι διαγώνιοί του είναι ίσες. 
Απόδειξη 
(i) Έστω ΑΒΓΔ ισοσκελές τραπέζιο 
(ΑΒ//ΓΔ και ΑΔ=ΒΓ). 
Φέρουμε τα ύψη 
ΑΗ και ΒΚ. Τα 
τρίγωνα ΑΔΗ 
και ΒΚΓ είναι 

ίσα (Ĥ = K̂ = 90°, 
ΑΔ = ΒΓ και ΑΗ 
= ΒΚ = υ),  Σχήμα 38 

οπότε Γ̂ = Δ̂ . Επειδή  Â + Δ̂  = 180° 

και B̂ + Γ̂ = 180° (ως εντός και επί τα 

αυτά μέρη), έχουμε και Â = B̂  

(ii) Τα τρίγωνα ΑΔΓ και ΒΔΓ (σχ. 39) 
είναι ίσα (ΑΔ = 
ΒΓ, ΓΔ κοινή και  

ΑΔ̂Γ = ΒΓ̂Δ), 
οπότε ΑΓ = ΒΔ. 

 
Σχήμα 39 
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• Κριτήρια για να είναι ένα τραπέ-
ζιο ισοσκελές 
Ένα τραπέζιο είναι ισοσκελές, αν 
ισχύει μια από τις παρακάνω προ-
τάσεις. 

(i) Οι γωνίες που πρόσκεινται σε 
μια βάση του είναι ίσες. 
(ii) Οι διαγώνιοί του είναι ίσες. 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

Να αποδειχθεί ότι σε κάθε ισοσκε-
λές τραπέζιο: 
(i) αν προεκτείνουμε τις μη πα-
ράλληλες πλευρές του σχηματίζο-
νται δύο ισοσκελή τρίγωνα,  
(ii) η ευθεία που διέρχεται από τα 
μέσα των βάσεων είναι μεσοκάθε-
τος της κάθε βάσης. 
Απόδειξη 
(i) Έστω ΑΒΓΔ ισοσκελές τραπέζιο 
(ΑΒ//ΓΔ) (Σχ. 40) και Ο το σημείο  
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τομής των ΑΔ και 
ΒΓ.Τα τρίγωνα ΟΑΒ 
και ΟΔΓ είναι ισο-

σκελή, αφούÂ1 = B̂1 

και Δ̂  = Γ̂ (ΑΒΓΔ ι-
σοσκελές τραπέζιο). 
(ii) Η μεσοκάθετος ε 
της βάσης ΑΒ διέρ-
χεται από το Ο, 

 
Σχήμα 40 

επειδή το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισο-
σκελές. Η ε είναι κάθετος και στη ΓΔ 
επειδή ΓΔ//ΑΒ. Αφού η ε διέρχεται 
από το Ο, είναι και ύψος του ισο-
σκελούς τριγώνου ΟΓΔ, άρα μεσο-
κάθετος και στη ΓΔ. 
 

AΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ 
Ερωτήσεις Κατανόησης 
1. Από τα παρακάτω τραπέζια να 
βρείτε τα x, y, ω και θ. 
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2. Με ποιους τρόπους μπορούμε να 
αποδείξουμε ότι ένα τετράπλευρο 
είναι ισοσκελές τραπέζιο; 
3. Τι ονομάζεται διάμεσος τραπεζί-
ου; Ποιες ιδιότητες έχει; 
4. Στο ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ εί-

ναι: AΒ = 5x, ΔΓ = 3x και Â = 60°. Η 
περίμετρος του τραπεζίου είναι: 
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i) 10x ii) 11x iii) 12x iv)13x v)14x 
Δικαιολογήστε την απάντησή σας. 

Ασκήσεις Εμπέδωσης 
1. Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) 
και η διάμεσός του ΕΖ. Αν οι μη 
παράλληλες πλευρές του ΑΔ, ΒΓ 
τέμνονται στο Κ και Η, Θ είναι τα 
μέσα των ΚΑ και ΚΒ αντίστοιχα, να 
αποδείξετε ότι τα Ε, Ζ, Η, Θ είναι 
κορυφές τραπεζίου. 
2. Αν Δ και Ε είναι τα μέσα των 
πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα ι-
σοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ (AB = 
AΓ), να αποδείξετε ότι το ΔΕΓΒ εί-
ναι ισοσκελές τραπέζιο. 
3. Οι διαγώνιοι ισοσκελούς τραπε-
ζίου ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) τέμνονται στο 
Ο. Αν Ε, Ζ, Η, Θ είναι τα μέσα των 
ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, ΟΔ αντίστοιχα, να α-
ποδείξετε ότι το ΕΖΗΘ είναι ισοσκε-
λές τραπέζιο. 
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4. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ 
και το ύψος του ΑΕ. Αν Κ, Λ είναι τα 
μέσα των ΑΔ και ΒΓ αντίστοιχα, να 
αποδείξετε ότι το ΚΛΓΕ είναι ισο-
σκελές τραπέζιο. 
5. Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ 
(ΑΒ//ΓΔ) με ΑΒ < ΓΔ και τα ύψη του 
ΑΕ και ΒΖ. Να αποδείξετε ότι ΔΕ = 

ΓΖ = 
2

AB-ΓΔ
. 

6. Από την κορυφή Α τριγώνου ΑΒΓ 
φέρουμε ευθεία ε που δεν τέμνει το 
τρίγωνο και ας είναι ΒΒ΄ και ΓΓ΄ οι 
αποστάσεις των Β και Γ από την 
ευθεία ε. Αν Μ είναι το μέσο της 
Β΄Γ΄ και Κ το μέσο της διαμέσου ΑΔ 

να αποδείξετε ότι ΜΚ = 
2

AΔ
. 

Αποδεικτικές Ασκήσεις 
1. Σε τραπέζιο ΑΒΓΔ(ΑΒ//ΓΔ) η δι-
χοτόμος της γωνίας του Β τέμνει τη 
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διάμεσο του ΕΖ στο Η. Να αποδεί-

ξετε ότι ΒĤΓ = 90°. 
2. Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (AB = 
AΓ) Μ είναι το μέσο της ΑΒ. Αν η 
μεσοκάθετος της ΑΒ τέμνει την ΑΓ 
στο Ζ και η παράλληλη από το Ζ 
προς τη ΒΓ τέμνει την ΑΒ στο Η, να 
αποδείξετε ότι ΓΗ = ΑΖ. 

3. Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ με Â = Δ̂  

= 90° και B̂ = 120°. Αν ΑΒ = 2α και 
ΒΓ = α να υπολογίσετε τη διάμεσο 
ΕΖ, ως συνάρτηση του α. 
4. Σε ένα τραπέζιο ΑΒΓΔ, η μία από 
τις μη παράλληλες πλευρές του ΑΔ 
είναι ίση με το άθροισμα των βά-
σεων. Αν Μ είναι το μέσο της ΒΓ, να 

αποδείξετε ότι ΑM̂Δ = 90°. 
5. Από το μέσο Ε της πλευράς ΒΓ 
ισοσκελούς τραπεζίου ΑΒΓΔ 
(ΑΒ//ΓΔ) φέρουμε παράλληλη προς 
την ΑΔ που τέμνει τη ΔΓ στο Μ. Να 

αποδείξετε ότι ΒΜ  ΔΓ. 
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6. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και το ύψος 
του ΑΗ. Αν Δ, Ε, Ζ είναι τα μέσα των 
ΑΒ, ΑΓ και ΒΓ αντίστοιχα, να απο-
δείξετε ότι το ΔΕΖΗ είναι ισοσκελές 
τραπέζιο. 
7. Αν σε τραπέζιο η μία βάση είναι 
διπλάσια της άλλης, να αποδείξετε 
ότι οι διαγώνιοι χωρίζουν τη διάμε-
σο σε τρία ίσα τμήματα. 
8. Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) 
με ΓΔ = 3AB και Κ, Λ τα μέσα των 
διαγωνίων του ΔΒ και ΑΓ αντίστοι-
χα. Να αποδείξετε ότι το ΑΚΛΒ είναι 
παραλληλόγραμμο. 
Πότε αυτό είναι ορθογώνιο; 
9. Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) 

με ΓΔ = 
2

3
 ΑΒ. Αν Ε, Ζ, Η είναι τα 

μέσα των ΑΒ, ΒΓ και ΔΕ αντίστοιχα, 
να αποδείξετε ότι το ΑΒΖΗ είναι 
παραλληλόγραμμο. Αν η προέκτα-
ση της ΑΗ τέμνει τη ΓΔ στο Θ, τότε 
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ΘΔ = ΔΓ - ΑΒ. 
10. Αν Α΄, Β΄, Γ΄, Δ΄, Κ΄ είναι οι προ-
βολές των κορυφών και του κέ-
ντρου Κ παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ 
αντίστοιχα σε ευθεία ε που αφήνει 
όλες τις κορυφές του προς το ίδιο 
μέρος της, να αποδείξετε ότι 
ΑΑ΄ + ΒΒ΄ + ΓΓ΄ + ΔΔ΄ = 4ΚΚ΄. 

Σύνθετα θέματα 
1. Σε τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) έχου-
με ΑΔ = ΑΒ + ΓΔ. Να αποδείξετε ότι 

οι διχοτόμοι των γωνιών Â και Δ̂  
τέμνονται στη ΒΓ. 

2. Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ με Â = Δ̂  
= 90° και ΒΓ = 2ΓΔ. Αν Μ είναι το 
μέσο της ΒΓ, να αποδείξετε ότι  

ΑM̂Γ = 3ΜÂΒ. 
3. Μια ευθεία ε διέρχεται από την 
κορυφή Δ ενός παραλληλογράμμου 
ΑΒΓΔ και έχει εκατέρωθεν αυτής τις 
κορυφές Β και Γ. Αν Α´, Β´ και Γ´ οι 
προβολές των Α, Β και Γ αντίστοιχα 
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στην ευθεία ε, να αποδείξετε ότι  
ΑΑ΄ - ΓΓ΄ = ΒΒ΄ (με ΑΑ΄> ΓΓ΄). 

4. Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓ (Â = 90°) 
και Δ, Ε τα μέσα των ΑΒ και ΒΓ α-
ντίστοιχα. Από το μέσο Ζ του ΑΔ 
φέρουμε παράλληλη προς την ΑΓ 

που τέμνει τη ΒΓ στο Η. Αν ΖΗ = 
8

3
 

ΒΓ, να υπολογισθεί η γωνία B̂. 

5. Σε τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) με 
ΑΒ < ΓΔ, έστω Μ το μέσο της ΒΓ. 
Να αποδείξετε ότι  
i) αν ΔΜ = ΔΓ και η παράλληλη από 
το Α προς τη ΒΓ τέμνει τη ΔΜ στο 
Ε, τότε ΑΜ = ΒΕ, 
ii) αν Ε είναι το μέσο της ΔΜ, τότε 

ΑΕ = 
4

3
 ΒΓ. 

5.12 Αξιοσημείωτες ευθείες και 
κύκλοι τριγώνου 
Είδαμε προηγούμενα (§4.5 και §5.7 
- §5.8) ότι σε ένα τρίγωνο οι μεσο-
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κάθετοι των πλευρών του, οι διχο-
τόμοι των γωνιών του, οι διάμεσοι 
και τα ύψη του αποτελούν τριάδες 
συντρεχουσών ευθειών. 
Ανακεφαλαιώνοντας, σε ένα τρίγω-

νο ΑΒΓ αποδείξαμε ότι διέρχονται 

από το ίδιο σημείο: 
• Οι μεσοκάθετοι των τριών πλευ-
ρών του. Το κοινό σημείο Ο λέγεται 

περίκεντρο του ΑΒΓ και ο κύκλος 

(Ο,ΟΑ) λέγεται περιγεγραμμένος 
κύκλος του τριγώνου. 

• Οι διχοτόμοι των τριών γωνιών 
του. Το κοινό σημείο Ι λέγεται 

έγκεντρο του ΑΒΓ και ο κύκλος με 
κέντρο το Ι και ακτίνα την 
κοινή απόσταση του Ι από τις τρεις 

πλευρές του, λέγεται εγγεγραμμέ-
νος κύκλος του τριγώνου. 
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• Οι τρεις διάμεσοί του. Το κοινό 

σημείο τους Θ λέγεται βαρύκεντρο 

του ΑΒΓ. 

• Τα τρία ύψη του. Το κοινό σημείο 

τους Η λέγεται ορθόκεντρο του 
ΑΒΓ. 

ΣΧΟΛΙΟ  
Για να αποδείξουμε ότι υπάρχουν 
κάποια από τα αξιοσημείωτα ση-
μεία τριγώνου (βαρύκεντρο, ορ-
θόκεντρο κτλ.) καθώς και τις βα-
σικές τους ιδιότητες χρησιμοποιή-
σαμε τη θεωρία των παραλληλο-
γράμμων που στηρίζεται στο αί-
τημα παραλληλίας (§ 4.2). 
 

ΓENIKEΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
1. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ (β ή γ) με  

Â = 60°, τα ύψη του ΒΔ, ΓΕ και τα 
μέσα Μ, Ν των ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα. 
Να αποδείξετε ότι ΜΕ = ΝΔ. 
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2. Δίνονται δύο παράλληλες ευθείες 

ε1, ε2 και σημείο Α της ε1. Φέρουμε  

ΑΚ  ε2. Αν Β σημείο της ε2 και μια 

ευθεία, που διέρχεται από το Β, τέ-

μνει τις ΑΚ και ε1 στα Δ και Ε αντί-

στοιχα, ώστε ΔΕ = 2ΑΒ, να αποδεί-

ξετε ότι ΑB̂Κ = 3ΕB̂Κ. 
3. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ, 
Δ το μέσο της ΑΒ και σημείο Ε της 

ημιευθείας ΔΒ, ώστε ΔΕ = 
2

AΓ
. Από 

τα Β και Ε φέρουμε κάθετες στη δι-

χοτόμο της γωνίας Â, οι οποίες τέ-
μνουν την ΑΓ στα Β΄ και Ε΄ αντί-
στοιχα. Να αποδείξετε ότι: 

i) Β΄Ε΄ = 
2

ΑΒ-ΑΓ
. 

ii) Η ευθεία ΕΕ΄ διέρχεται από το 
μέσο της ΒΓ. 
4. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ 

με ΑΒ=2ΒΓ, B̂ > 60° και το ύψος του 
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ΑΕ προς τη ΒΓ (AE  BΓ). Αν Ζ, Η 
είναι τα μέσα των ΓΔ και ΑΒ αντί-
στοιχα, να αποδείξετε ότι: 
i) το ΗΒΓΖ είναι ρόμβος, 

ii) η ΖΕ είναι διχοτόμος της HÊΓ, 
iii) το ΗΕΓΖ είναι ισοσκελές τραπέ-
ζιο, 

iv) ΔẐΕ = 3ΖÊΓ. 
5. Ευθεία ε αφήνει τις κορυφές τρι-
γώνου ΑΒΓ προς το ίδιο μέρος της. 
Αν Α΄, Β΄, Γ΄, Κ΄ οι προβολές των Α, 
Β, Γ και του βαρυκέντρου Κ αντί-
στοιχα στην ε, να αποδείξετε ότι 
ΑΑ΄ + ΒΒ΄ + ΓΓ΄ = 3ΚΚ΄. 
6. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ 
(ΑΒ = ΑΓ) και Δ το μέσο της ΒΓ. Φέ-

ρουμε ΔΕ  ΑΓ. Αν Ζ το μέσο του 
ΕΓ, να αποδείξετε ότι: 
i) ΔΖ//ΒΕ, 

ii) AH  BE, όπου Η το μέσο του ΔΕ. 
7. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Μ το μέ-
σο της ΒΓ. Κατασκευάζουμε εξωτε-
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ρικά του τριγώνου τα τετράγωνα 
ΑΒΔΕ και ΑΓΖΗ. Αν Κ και Λ είναι τα 
κέντρα των ΑΒΔΕ και ΑΓΖΗ αντί-
στοιχα, να αποδείξετε ότι το τρίγω-
νο ΚΜΛ είναι ισοσκελές και ορθο-
γώνιο. 
8. Δίνεται τετράγωνο πλευράς α και 
κέντρου Ο. Στη διαγώνιο ΑΓ παίρ-

νουμε σημείο Μ, ώστε ΓΜ = 
4

AΓ
. 

Φέρουμε τη ΒΜ που τέμνει τη ΓΔ 
στο Ε και ΟΗ κάθετη στη ΒΓ, η 
οποίa τέμνει τη ΒΕ στο Ζ. Να απο-

δείξετε ότι: i) OZ = 
3

α
, ii) το ΟΖΓΕ εί-

ναι παραλληλόγραμμο. 
9. Οι μη παράλληλες πλευρές ΑΔ 
και ΒΓ τραπεζίου ΑΒΓΔ τέμνονται 
κάθετα στο Ο. Αν Κ, Λ τα μέσα των 
βάσεων ΑΒ και ΔΓ αντίστοιχα, να 
αποδείξετε ότι:  
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i) τα σημεία Ο, Κ, Λ είναι συνευθεια-
κά, 

ii) ΚΛ = 
2

ΑΒ-ΔΓ
 (με ΔΓ > ΑΒ). 

iii) αν Ε, Ζ είναι τα μέσα των διαγω-
νίων ΑΓ και ΒΔ αντίστοιχα, τότε το 
ΚΕΛΖ είναι ορθογώνιο. 
10. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, οι διχοτό-
μοι του ΒΔ και ΓΕ και το μέσο Μ του 
ΕΔ. Να αποδείξετε ότι η απόσταση 
του Μ από τη ΒΓ είναι ίση με το ά-
θροισμα των αποστάσεών του από 
τις ΑΒ, ΑΓ. 
 

Δραστηριότητες 
1. Δύο αδέλφια κληρονόμησαν ένα 
οικόπεδο σχήματος παραλληλο-
γράμμου, το οποίο έχει την πλευρά 
ΑΒ παράλληλη προς δημόσιο δρό-
μο που διέρχεται μπροστά από το 
οικόπεδο. Πώς θα μοιρασθεί δίκαια 
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το οικόπε-
δο μεταξύ 
των δύο 
αδελφών;  
2. Έχουμε 4 ίσα ορθογώνια τρίγω-
να. Τοποθετώντας κατάλληλα το 
ένα τρίγωνο δίπλα στο άλλο, τι εί-
δους τετράπλευρα κατασκευάζου-
με; Να γίνουν τα σχήματα. 
3. Να εξετάσετε ποια από τα παρα-
κάτω τετράπλευρα έχουν κέντρο 
συμμετρίας, ποια έχουν άξονες 
συμμετρίας και πόσους. Να γίνουν 
τα σχήματα και να βρεθεί το συμμε-
τρικό των κορυφών τους και των 
πλευρών τους. 
i) παραλληλόγραμμο iv) τετράγωνο 
ii) ορθογώνιο       v) τραπέζιο 
iii) ρόμβος     vi) ισοσκελές τραπέζιο 
4. Θεωρούμε ευθεία ε και ευθύ-
γραμμο τμήμα ΑΒ. Να υπολογίσετε 
την απόσταση του μέσου Μ του 
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τμήματος, ως συνάρτηση των απο-
στάσεων των άκρων του Α και Β 

από την ευθεία ε (Υπόδειξη: Να δι-
ακρίνετε περιπτώσεις για τις διά-
φορες θέσεις των Α και Β ως προς 
την ευθεία ε). 

Εργασία 
Σε μια πεδιάδα υπάρχει λόφος Λ, 
τον οποίο πρόκειται να διασχίσει 

ευθεία σιδηροδρομική γραμμή 
ΑΒΓΔ. Πώς ο μηχανικός θα χαράξει 
την προέκταση ΓΔ αυτής πίσω από 
το λόφο, πριν να γίνει η διάνοιξη 
της σήραγγας; 
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ 

Η έννοια του τετραπλεύρου 
Η πρώτη υποδιαίρεση των τετρα-
πλεύρων σήμερα είναι σε επίπεδα 
και στρεβλά, ανάλογα με το αν οι 
κορυφές τους βρίσκονται στο ίδιο 
επίπεδο ή όχι. Τα επίπεδα τετρά-
πλευρα, με τη σειρά τους, υποδιαι-
ρούνται σε κυρτά και μη κυρτά, α-
νάλογα με το αν η κάθε πλευρά 
τους αφήνει το σχήμα εξ ολοκλήρου 
στο ένα από τα δύο ημιεπίπεδα 
που ορίζει η πλευρά αυτή ή όχι. Μία 
ειδική περίπτωση επιπέδου κυρτού 
τετραπλεύρου είναι το παραλληλό-
γραμμο, οι απέναντι πλευρές του 
οποίου είναι παράλληλες. Τέλος, 
διακρίνουμε τρία είδη παραλληλο-
γράμμων (Διάγραμμα 1): 

(α) το ορθογώνιο παραλληλόγραμ-
μο, που έχει τέσσερις γωνίες ορθές, 
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ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΟ 
        

        

επίπεδο (έχει όλες τις 
πλευρές του στο ίδιο ε-

πίπεδο) 

 στρεβλό 
  

        

     

κυρτό (για κάθε πλευρά το 
τετράπλευρο ανήκει στο ένα 
από τα δύο ημιεπίπεδα που 

ορίζει η πλευρά) 

 μη 
κυρτό 

  

        

παραλληλόγραμμο (έχει απέναντι 
πλευρές παράλληλες) 
        
        

ορθογώνιο παραλ-
ληλόγραμμο 

(έχει τέσσερις γωνί-
ες ορθές) 

 ρόμβος 
(έχει τέσσερις 
πλευρές ίσες) 

        

        

τετράγωνο (έχει τέσσερις γωνίες 
ορθές και τέσσερις πλευρές ίσες) 

Διάγραμμα 1: Η σύγχρονη ταξινό-
μηση των τετραπλεύρων 
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(α) το ορθογώνιο παραλληλό-
γραμμο, που έχει τέσσερις γωνίες 
ορθές. 
(β) ο ρόμβος που έχει τέσσερις 
πλευρές ίσες,  

(γ) το τετράγωνο, που έχει τέσσε-
ρις γωνίες ορθές και τέσσερις 
πλευρές ίσες. 
Όμως η ταξινόμηση αυτή δε δια-
μορφώθηκε εξ αρχής στην ιστορία 
της Γεωμετρίας. Ο Ευκλείδης π.χ. 
στα «Στοιχεία» του προτείνει μια 
άλλη ταξινόμηση (Διάγραμμα 2). 
Η ταξινόμηση αυτή δε χρησιμοποιεί 
ως κριτήριο την έννοια της παραλ-
ληλίας, η οποία στα «Στοιχεία» ει-
σάγεται αργότερα.  
Επίσης δε φαίνεται να στηρίζεται 
σε κάποια ενιαία αρχή. Στις τρεις 
πρώτες περιπτώσεις φαίνεται ότι 
λαμβάνει ως βάση τα κατηγορήμα-
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τα «έχει ίσες πλευρές» και «έχει ορ-
θές γωνίες» και τις αρνήσεις τους: 
ορθογώνιο και ισόπλευρο είναι το 
τετράγωνο, 

τετράπλευρο 
        

        

 
 
 
 
 

τετράγωνο 
(ισόπλευρο και ορ-

θογώνιο) 

 

 
τραπέζιο 

 

  

        

 

ετερομήκες 
(ορθογώνιο όχι ισόπλευρο) 

 

        

 

ρόμβος 
(ισόπλευρο όχι ορθογώνιο) 

 

        

 

ρομβοειδές 
(έχει ίσες τις απέναντι πλευρές 

και γωνίες) 

 

Διάγραμμα 2: Η Ευκλείδεια ταξι-
νόμηση των τετραπλεύρων 
ορθογώνιο και όχι ισόπλευρο το ε-
τερομήκες (δηλαδή το ορθογώνιο 
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παραλληλόγραμμο), ισόπλευρο και 
όχι ορθογώνιο ο ρόμβος. Όμως, η 
έννοια του ρομβοειδούς (δηλαδή 
του πλάγιου παραλληλογράμμου) 
στηρίζεται στην έννοια της ισότητας 
των απέναντι πλευρών και των γω-
νιών και όχι στην παραλληλία των 
απέναντι πλευρών. Τραπέζιο ονο-
μάζει όχι ό,τι σήμερα εννοούμε με 
τον όρο αυτό, δηλαδή τετράπλευρο 
με δύο μόνο πλευρές παράλληλες, 
αλλά οποιοδήποτε τετράπλευρο. Ο 
όρος τραπέζιο, με τη σύγχρονη έν-
νοια, απαντάται αργότερα στον Αρ-
χιμήδη. 
Η ταξινόμηση όμως αυτή αποδει-
κνύεται μη λειτουργική και μάλλον 
άβολη. Ο ίδιος ο Ευκλείδης μάλιστα 
δε χρησιμοποιεί ποτέ στα «Στοιχεί-
α» του τις έννοιες του ετερομήκους, 
του ρόμβου και του ρομβοειδούς. 
Παρόλα αυτά, η ταξινόμηση αυτή 
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απαντάται και σε μεταγενέστερους 
μαθηματικούς, ακόμα και του Αρα-
βικού κόσμου, όπως π.χ. στη δια-
πραγμάτευση της Γεωμετρίας του 
αλ-Χουαρίζμι. Όμως υπήρχαν και 
μαθηματικοί που προσπάθησαν να 
τροποποιήσουν την ταξινόμηση 
του Ευκλείδη. Ο Πρόκλος αποδίδει 
στον Ποσειδώνιο μια πιο ολοκλη-
ρωμένη ταξινόμηση, η οποία απα-
ντάται επίσης στον Ήρωνα (Διά-
γραμμα 3).  

Μια άλλη προσπάθεια διόρθωσης 
της Ευκλείδειας ταξινόμησης απα-
ντάται το 16ο αι. στη «Γεωμετρία» 
(1569) του Πέτρου Ράμου (Petrus 
Ramus ή Pierre de la Ramee) (Διά-
γραμμα 4). Η ταξινόμηση του Ράμου 
φαίνεται να στηρίζεται στη διχοτο-
μική διαίρεση του πλάτους των εν-
νοιών. 
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τετράπλευρα 

παραλληλόγραμμα μη παραλληλόγραμμα 

ορθογώνιο μη ορθογώνιο τραπέζιο τραπεζοειδές 

τετράγωνο ρόμβος ισοσκελές τραπέζιο

ετερομήκες ρομβοειδές σκαληνό τραπέζιο

Διάγραμμα 3: Η ταξινόμηση των τετραπλεύρων κατά 
τον Ποσειδώνιο και τον Ήρωνα
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τετράπλευρα 

παραλληλόγραμμα τραπέζια 

πλάγιο παραλλη-
λόγραμμο 

ορθογώνιο 
παραλληλό-

γραμμο

ρόμβος ρομβοειδές τετράγωνο 

Ετερομήκες 

Διάγραμμα 4:  Η ταξινόμηση του 
Ράμου 
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ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ 
 

έχει δυο παράλληλες πλευρές Ιδιότητες 

 
Τραπέζιο 

 
  

● ΕΖ//ΑΒ//ΓΔ  ● EΖ = 
2

ΑΓΑΒ 
    

● ΚΛ = 
2

ΑΒΑΓ 
 

 

απέναντι πλευρές παράλληλες  Ιδιότητες 

Παραλληλό-
γραμμο 

 

● ΑΒ//ΓΔ και ΑΔ//ΒΓ 
● ΑΒ=ΓΔ και ΑΔ=ΒΓ 

● Â = Γ̂ και B̂ = Δ̂  
● ΑΟ=ΟΓ και ΒΟ=ΟΔ Κριτήρια 

● Κάθε μια από τις ιδιότητες 
● Δύο απέναντι πλευρές ίσες και παράλληλες 

94 / 120 



παραλληλόγραμμο με μια ορθή γω-
νία 

Ορθογώνιο 

Επιπλέον Ιδιότητες 
● ΑΓ = ΒΔ

● Â = B̂ = Γ̂ = Δ̂  = 90
ο
 

Κριτήρια 
Είναι παραλληλόγραμμο και επιπλέον έχει: 
● μια γωνία ορθή
● ΑΓ = ΒΔ
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παραλληλόγραμμο με δύο διαδοχικές πλευρές του 
ίσες 

 
 
 

ρόμβος 
 

 

 
Επιπλέον Ιδιότητες 

● ΑΒ = ΒΓ = ΓΔ = ΔΑ 

●  ΑΓ  ΒΔ 
● οι διαγώνιοι διχοτομούν 
τις γωνίες του 

Κριτήρια 
Είναι παραλληλόγραμμο και επιπλέον έχει: 
● Δύο διαδοχικές πλευρές του ίσες 

● ΑΓ  ΒΔ 
● Μια διαγώνιος διχοτομεί μια γωνία του 
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τετράγωνο 

 

Ιδιότητες 
● Όλες οι ιδιότητες 
του παραλληλογράμ-
μου, του ορθογωνίου 
και του ρόμβου. 

 

Εφαρμογές των παραλληλογράμμων 

Τρίγωνο 

 

Αν Δ, Ε μέσα ΑΒ, ΑΓ 

τότε ΔΕ//=
2

ΒΓ
 

Αν Δ μέσον ΑΒ και 
ΔΕ//ΒΓ τότε Ε μέσον ΑΓ 

 

Ορθογώνιο 
Τρίγωνο 

 

Αν Â = 90
ο 

2

ΒΓ
AM    

Αν Â = 90
ο
 τότε: 

B̂ = 30
ο
 

2

ΒΓ
ΓA   
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Βαρύκενρο Τρίγωνο 

ΑΘ=
3

2
 ΑΔ,  ΒΘ=

3

2
 ΒΕ 

ΓΘ=
3

2
 ΓΖ 

Ορθόκεντρο τριγώνου → Σημείο 
τομής υψών 
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